Chapitre 1

Espaces euclidiens

On va généraliser ici la notion d’orthogonalité connue pour les vecteurs du plan ou de ’espace.

1.1 Formes bilinéaires

Dans ce paragraphe, K désigne R ou C.

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1. Soit E un K-espace vectoriel. On appelle forme bilinéaire sur E toute application f: E X
E — K vérifiant les propriétés suivantes :
(i) Pour tout a € E, Uapplication E — K, y — f(a,y) est linéaire, i.e.,

V(u,v) € Ex E,VAeK, f(a,u+ )= f(a,u)+ Af(a,v).
(ii) Pour tout b € E, lapplication E — K, x — f(x,b) est linéaire. i.c.,

V(z,y) e Ex E,VaeK, f(z+ayb)=/f(x,b)+af(v,b).

Autrement dit, pour tous a € E et b € E, les applications y — f(a,y) et x — f(x,b) sont des formes linéaires,

d’ou le terme « forme ».

Soit f une application de E x E dans K. Compte tenu des définitions, dire que f est bilinéaire signifie que

pour tous «, 5, A\, u € K et tous z,y,u,v € F,
flaz + By, du+ ) = aXf(z,u) + apf(z,v) + BAf(y,u) + Buf(y,v)

Exemples.

1) Soit E le R-espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans R. L’application
1
FIEXESR, (o) — / w(t)o(t) dt
0

est une forme bilinéaire sur E.
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2) Supposons E = K", et soit p € {1,...,n}. Si x = (x1,...,2,) et y = (y1,...,yn) sont des vecteurs de E,
posons :
f(@,y) = 21y + -+ + zpyp.

On obtient ainsi une forme bilinéaire sur E.

3) On suppose E = M, (R) et on pose :
V(A,B) e M,(E), f(A,B)="Tr(AB).
Alors f est une forme bilinéaire sur F.

¢ Exercice 1. Vérifier dans chacun des exemples ci-dessus que f est en effet une forme bilinéaire.

1.1.2 Interprétation matricielle

Supposons que F soit de dimension finie n > 0. Soient & = (eq, ..., e,) une base de E et f une forme bilinéaire

sur E. Pour 1 <i,j < n, posons a;; = f(e;,€;), et soit A = (a;j)1<i,j<n € Mn(K),

fler,er) -+ fler,en)
A . .

f(en>€1) f(en;en>

On dit que A est la matrice de f dans la base &, et on écrit A = Mat(f;E).

A Attention: on écrit Mat(f; &) bien que f ne soit pas une application linéaire. Il s’agit seulement d’une

notation.

Soient x = z1e1 + -+ -+ xpe, et y = yre; + - -+ + ype, des vecteurs de E. Notons X et Y les matrices de x et y

dans la base € :

Compte tenu de la définition 1.1.1, il vient :
n
t
[l y) = Zi’jzlaij zy; = XAY.

Définition 1.1.2. La forme f est dite symétrique si l'on a f(z,y) = f(y,x) pour tous x,y € E. D’aprés ce
qui précéde, f est symétrique si et seulement si la matrice A est symétrique, i.c., A = tA.

¢ Exercice 2. Vérifier les assertions précédentes.

1.2 Produit scalaire

On suppose désormais que K = R.

Définition 1.2.1. Soient E un R-espace vectoriel et f une forme bilinéaire.

(i) On dit que f est positive (resp. négative) si f(x,x) =0 (resp. f(x,2) < 0) pour tout x € E.
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(ii) On dit que f est définie positive (resp. définie négative) si elle est positive (resp. négative) et si
flx,2) =0 si et seulement si x est nul.

¢ Exercice 3. Reprendre les exemples de I'exercice 1 avec K = R. Quels sont ceux pour lesquels f est positive ?

définie positive ?

Définition 1.2.2. Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire (euclidien) sur E toute forme
bilinéaire sur E qui est symétrique et définie positive. Un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’'un

produit scalaire est appelé un espace (vectoriel) euclidien.

Euclide (en grec ancien EVrAeidns / Eukleidés), né vers -325, mort vers -265 a Alexandrie, est un mathématicien de

la Gréce antique, auteur des « Eléments », qui sont considérés comme l'un des textes fondateurs des mathématiques.

¢ Exercice 4. Reprendre les exemples de 'exercices 1 avec K = R. Quels sont ceux pour lesquels f est un

produit scalaire ?

Remarque. Un R-espace vectoriel de dimension finie posséde toujours au moins un produit scalaire mais il en

a en général plusieurs!

Exemple fondamental. Dans R"™, 'exemple 2) de l'exercices 1 avec K = R est un produit scalaire sur R"™
appelé le produit scalaire canonique. Cet exemple sera crucial dans le cours et nous commencerons bon
nombre d’exercices par : « On munit R™ de son produit scalaire canonique... » ou « Soit £ = R™ muni de son

produit scalaire canonique. .. », etc.

L’espace vectoriel R™ a d’autres produits scalaires : considérons une base quelconque € = (eq,...,e,) de E et
posons, pour x = Aje; + -+ Apep ety = preg + -+ pnen,

flz,y) = Apn + -+ Aafin.

On vérifie que f est un produit scalaire sur R™, en général différent du produit scalaire canonique

1.3 Premieéres propriétés

Désormais, E désigne un espace vectoriel euclidien ; en particulier, E est un R-espace vectoriel de dimension

finie. Si ,y € F, on note (z|y) le produit scalaire de = et y. L’application
ExE—=R, (z,y) = (z|y)

est donc une forme bilinéaire symétrique et définie positive sur E. On a (z|z) > 0 pour tout € E. On peut

2]l = v/ (z]x).

Proposition 1.3.1. Soient z,y € E et A € R. Alors :

D Izl = (Al ;

i) Jlz -+l = 2] + 2z ) +

iti) [(x|y)| < x|l |yl (inégalité de Cauchy-Schwarz) ;

donc considérer :

iv) ||z +yl| < ||zl + lyl|| (inégalité triangulaire) ;

V) [zl = llylll < lle =yl ;
vi) 22| + 2[ly[|* = |z + y||* + |l — yl|* (identité de la médiane).

P
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Augustin Louis, baron Cauchy, né a Paris le 21 aodt 1789 et mort & Sceaux (Hauts-de-Seine) le 23 mai 1857, est
un mathématicien francais, membre de I’Académie des sciences et professeur a I’Ecole polytechnique.

Hermann Amandus Schwarz, né le 25 janvier 1843 a Hermsdorf, en Silésie (aujourd’hui la ville de Jerzmanowa
en Pologne) et mort le 30 novembre 1921 & Berlin est un mathématicien allemand. Ses travauz sont marqués par

une forte interaction entre l’analyse et la géométrie.
¢ Exercice 5.* Démontrer cette proposition.

Théoréme 1.3.2. L’application x — ||z|| vérifie pour tout scalaire X\ et tous vecteurs x,y de E les propriétés
sutvantes :

(i) [|z]| = 0 (positivité) ;

(ii) [[Az|| = |M||z|| (homogénéité) ;

(iii) ||z]| = 0 si et seulement x = 0 (caractére « définie »);

(

iv) [z +yll < |zl + ||yl (inégalité triangulaire).

On dit que Uapplication x — ||z| est une norme sur E.

Remarques. 1) On dit que z € E est unitaire si ||z| = 1.
2) 1l existe des normes sur E qui ne sont pas issues d’un produit scalaire mais cela dépasse un peu le pro-

gramme. . .
¢ Exercice 6. Démontrer ce théoréme.

Définition 1.3.3. Soit E un espace euclidien.
(i) On dit que des vecteurs x,y de E sont orthogonaux si (x|y) =0 (ce qui équivaut d (y|x) =0).
(ii) Deux parties non vides A, B de E sont dites orthogonales si, pour tout © € A et tout y € B, x et y

sont orthogonauz.

Proposition 1.3.4. Soit A une partie non vide de E. L’ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux d

tous les vecteurs de A est un sous-espace vectoriel de E, noté AL, et appelé l'orthogonal de A (dans E).

¢ Exercice 7. 1) Démontrer cette proposition.
2) Quel est Porthogonal de E dans E ? 'orthogonal de {Og} dans E?

Exercice 1. Soit ¢ : M, (R) x M, (R) — R Papplication définie par :
V (A, B) € M,,(R) x M,,(R), (A, B)=Tr(*AB).

1) Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur M, (R).
2) On note D, (R) (resp. Sym,,(R), Ant, (R)) ’ensemble des matrices diagonales (resp. symétriques, antisymé-
triques) de M,,(R). Déterminer D,,(R)L, Sym,, (R)* et Ant,, (R)*.

Définition 1.3.5. Soit X = (z1,...,x,) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel euclidien E.

(i) On dit que X est orthogonale si (z;|x;) =0 pour tous i,j € {1,...,p} tels que i # j.

(ii) On dit que X est orthonormée ou orthonormale si elle est orthogonale et si tous les vecteurs x; sont
unitaires (i.e., Vi € {1,...,p}, ||z =1).
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Théoréme 1.3.6 (Théoreme de Pythagore). Soit X = (z1,...,x,) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel
euclidien E.

(i) On suppose que la famille X est orthogonale. On a :
P 2 p )
| 2 = 3 el
k=1 k=1

(ii) Si la famille X est orthogonale et si xy, # 0 pour tout k € {1,...,p}, alors X est libre. En particulier, si
X est orthonormée, alors X est libre.

Pythagore (en grec ancien Ilvfaybpas / Pythagdéras) est un philosophe, mathématicien et scientifique présocratique
qui serait né auxr environs de 580 av. J.-C. a Samos, une ile de la mer E‘gée au Sud-Est de la ville d’Athénes; on

établit sa mort vers 495 av. J.-C., a U’age de 85 ans.

¢ Exercice 8. Démontrer ce théoréme.

1.4 Bases orthonormées

1.4.1 Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt et ses conséquences
Jorgen Pedersen Gram est un mathématicien danois né le 27 juin 1850 & Nustrup (prés de Haderslev) et mort le
29 avril 1916 a Copenhague.
Erhard Schmidt (13 janvier 1876 - 6 décembre 1959) était un mathématicien allemand né & Dorpat, en Allemagne

(aujourd’hui Tartu, en Estonie).

Théoréme 1.4.1 (procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt). Soient E un espace vectoriel euclidien de
dimension finie n >0 et € = (e1,...,e,) une base de E. Il existe une base F = (f1,..., fn) de E possédant les
propriétés suivantes :

(i) F est une famille orthonormée, i.e., (f;| f;) = pour tout i # j et || f;|| = 1 pour tout i ;

(if) Pour 1 < j < mn, on a Vect(f1,...,f;) = Vect(er,...,e;).

De plus, on construit les vecteurs f1, ..., fn par récurrence, selon un procédé appelé le procédé d’orthogona-
lisation de Gram-Schmidt, comme suit :
1) On pose
fi=
llex]]
2) On suppose avoir construit une famille orthonormée (fi1,..., f;) pour un certain j € {1,...,n — 1} telle

que Vect(f1,..., fu) = Vect(e1, ..., ex) pour tout k < j. On définit alors fji1 par :
J
ej+1— 2. (ejar] fu)fr
k=1

llej+1 — 2]: (ejq1 | fr) frll

k=1

fiv1=

¢ Exercice 9. Démontrer ce théoreme et illustrer la construction par une figure.

Exercice 2. 1) Soit E = R3. Déterminer, grace au procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, une base
orthonormée de F' = Vect(ey,e3) ot g1 = (1,—1,0), e = (0,2, 1).
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2) Soit E = R%. Déterminer, grace au procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, une base orthonormée

de F = Vect(e1,e2,e3) ou

€1 = (1707170)a €2 = (_17172a0)7 €3 = (—2,0,0,0)

Le résultat suivant est évident d’apres le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt mais repose sur

lexistence (non triviale) de bases dans un espace vectoriel de dimension finie :
Corollaire 1.4.1. Si E est un espace euclidien non réduit a {0g}, il posséde des bases orthonormées.
Ce corollaire est crucial. Grace a lui, il sera désormais légitime de commencer un énoncé par « Soient E un

espace euclidien et € = (e, ..., e,) une base orthonormée de E... » ce que nous ferons trés souvent.

A Attention: Comme pour les espaces vectoriels de dimension finie, un espace vectoriel euclidien n’a pas une

unique base orthonormée. La phrase « Soit € la base orthonormée de E... » n’a donc aucun sens!

Exemple fondamental. Dans R"”, la base canonique

1 0 0

0 1 1
€1 = , 62 = . ) En =

0 0 1

est orthonormée pour le produit scalaire canonique.

¢ Exercice 10. Vérifier cette assertion et donner d’autres exemples de bases orthonormées dans R?, R3.

Supposons E de dimension finie n > 0, et soit € = (ey,...,e,) une base orthonormée de E.
Soient £ = A\je; + -+ A\ne, 6 y = preq + - + pne, des vecteurs de E. Notons X et Y les matrices de x et y

dans la base €. On a alors :

(@ly) = 5 Npledles)-

i,j=1

La base & étant orthonormée, il vient donc :
(@]9) = A + - + Ao = XY = VX,

Théoréeme 1.4.2. Soit E un espace euclidien de dimension finie non nulle n.
(i) Soit € = (e1,...,¢€p), avec 1 < p < n, une famille orthonormée de vecteurs de E. Il existe ept1,...,€n €
E tels que (e, ...,ey,) soit une base orthonormée de E.

(ii) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On a :
E=FaF"

En particulier :
dim F* = dim E — dim F.

Remarque. assertion (i) est parfois appelée le « théoréme de la base orthonormée incompléte ».

¢ Exercice 11. Démontrer ce théoréme a ’aide du théoréme de la base inccomplete « classique ».

10
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Exercice 3. Soient E un espace euclidien et F et G deux sous-espaces de E. Montrer que les assertions suivantes
sont, équivalentes :

(i) F+ et G+ sont orthogonaux ;

(i) F* C G;

(iii) G+ C F.

1.4.2 Projections orthogonales

Soit F un sous-espace de E. On a E = F @ F+. On peut donc considérer la projection de E sur F

parallelement & F+. On dit que c’est la projection orthogonale de E sur F.

¢ Exercice 12. Réinterpréter le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt en terme de projections ortho-
gonales.

Exercice 4. * Soient E un espace euclidien, F' un sous-espace vectoriel de F et a € F.
1) Etablir, pour tous z,y € F et tout A € R :

la =z +Xy[* = la = 2|* + 2X(a — 2| y) + A?||y|*.

2) En déduire que, pour x € F, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) lla — al| = inf{]|a — 2[|; = € F};

(i) (a —z) € F+.
3) Prouver qu’il existe un unique point = de F' vérifiant les conditions de la question 2), et que c’est I'image de
a par la projection orthogonale de F sur F.

Exercice 5. Soient E un espace euclidien et f € L(F) tel que :
VeeE, (z|f(x))=0.

Montrer que ker f et Im f sont des supplémentaires orthogonaux dans E, i.e., ker f&Im f = E et (ker f)* = Im f.

1.5 Adjoint d’'un endomorphisme

Dans tout ce paragraphe, F est un espace vectoriel euclidien de dimension finie n > 0.

Théoréme 1.5.1. Soit u € L(E). Il existe un et un seul endomorphisme de E, noté u*, et appelé l'adjoint de

u, tel que pour tous x,y € E,
(u(@) ly) = (z]u"(y))
Si € est une base orthonormée de E, on a :

Mat(u*; &) = "Mat(u; €).

A Attention: La matrice de u* dans la base € est la transposée de la matrice de u dans cette méme base si
€ est une base orthonormée.

¢ Exercice 13. Démontrer ce théoréme.

11
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Proposition 1.5.1. Soient u,v € L(E) et A\, € R. Alors :
(i) (Au~+ pv)* =M™ + po*.
(ii) (uowv)* = v*ou*.
(i) (u*)* = w.

(iv) On a (Idg)* = 1dg et, siu € GL(E), alors u* € GL(E) et (u*)~! = (u=1)*.

¢ Exercice 14. Démontrer la proposition.

Exercice 6. Soient u € L(E) et F un sous-espace vectoriel de E stable par u, i.e., u(F) C F. Montrer que F'*
est stable par u*, i.e., u*(F*) C F*. Interpréter matriciellement ce résultat.

Exercice 7. Soit p € L(F) une projection de E.
1) Montrer que p est une projection orthogonale si et seulement si ||p(x)]| < ||z|| pour tout z € E.
2) Montrer que p est une projection orthogonale si et seulement si p = p*.

1.6 Endomorphismes orthogonaux et matrices orthogonales

Définition-Proposition 1.6.1. Soient E un espace euclidien de dimension finie n > 0 et u € L(E). On dit
que u est un endomorphisme orthogonal si ['une des deux conditions suitvantes équivalentes est vérifiée :
() Vo,y € B, (u(z)[uly)) = (z]y);
(ii) Vo € B, |lu(@)]| = [l=].

Définition 1.6.2. Une matrice Q € M, (R) est dite orthogonale si
Q0 =100 = I1,.
En particulier, si Q0 est orthogonale alors Q est inversible et Q1 = Q).
Le théoreme suivant justifie ’appellation « orthogonale » de la définition précédente :

Théoréme 1.6.1. Soient E un espace euclidien de dimension finien > 0 et uw € L(E). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) w est un endomorphisme orthogonal ;

(i) u € GL(E) etu* =u~t;
(iii) il existe une base orthonormée & de E telle que Mat(u; &) € O(n) ;
(iv) pour toute base orthonormée € de E, on a Mat(u; &) € O(n) ;
(

v) il existe une base orthonormée (e1,...,e,) de E telle que (u(e1),...,u(e,)) soit une base orthonormée
de F ;
(vi) pour toute base orthonormée (e1,...,e,) de E, (u(e1),...,u(e,)) est une base orthonormée de E.

A Attention: 1a encore, la matrice d’'un endomorphisme orthogonal dans une base € est orthogonale si € est

une base orthonormée.
¢ Exercice 15. Démontrer ce théoréme.

¢ Exercice 16. 1) Montrer que l’ensemble des matrices orthogonales d’ordre n est un sous-groupe du groupe
GL,(R). On le note O(n), et on dit que c’est le groupe orthogonal de degré n.

12
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Si Q€ O(n), de QIQ = I,,, on déduit (det)? = 1, donc det Q@ = +1. On pose :
SOn)={2e€O0m)| detQ =1}, O (n)={2e€O0(n)| detQ=—1}.

2) Montrer que I’ensemble SO(n) est un sous-groupe de O(n), appelé le groupe spécial orthogonal de degré

n. Qu’en est-il de 'ensemble O~ (n) ?
11 sera parfois trés utile (voir par exemple I'exercice 16) d’avoir a Pesprit le résultat suivant :

Corollaire 1.6.3. Soit Q € M,,(R). On a l’équivalence : Q est une matrice orthogonale si et seulement si ) est

la matrice de passage d’une base orthonormée € de E a une base orthonormée F de E.

¢ Exercice 17. On note O(F) I'ensemble des endomorphismes orthogonaux de E.

1) Montrer que O(FE) est un sous-groupe de GL(FE). On dit que c’est le groupe orthogonal de E.

On rappelle que le déterminant d'un endomorphisme f de F est le déterminant de sa matrice dans n’importe
quelle base de E (cette définition ne dépend pas du choix de la base : voir le cours de premiére année).

2) Montrer que si v € O(E), on a det u = £1.

On pose :
SOE)={uecO(E) | detu=1}, O (E)={uelL(E)| detu=—1}.

3) Vérifier que SO(E) est un sous-groupe de O(FE). Qu’en est-il de 'ensemble O~ (E) ?

On dit que SO(FE) est le groupe spécial orthogonal de E. Un élément de SO(FE) est appelé une rotation de

E. Cette appellation sera justifiée dans le cas o n = 2 et n = 3 au chapitre suivant.

/A Attention: le fait que detu = +1 n’implique pas que u soit un endomorphisme orthogonal de E. Par

11 11
exemple, det <0 1) = 1 mais (O 1) ¢ O(2) (a vérifier).

Exercice 8. Soit u un endomorphisme orthogonal de E.

1) Soit F' un sous-espace de E stable par u. Montrer que F* est stable par u.

2) Soit A € R une valeur propre de u. Montrer : A = +1.

3) Si e = +1, montrer que les sous-espaces ker(u—+Idg) et Im (u— +Idg) sont orthogonaux et supplémentaires
dans FE.

1.7 Endomorphismes symétriques

Théoreme-Définition 1.7.1. Soient E un espace euclidien et u € L(E). Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) u=u*;

(ii) 4l existe une base orthonormée & de E telle que Mat(u; &) soit symétrique ;

(iii) pour toute base orthonormée & de E, Mat(u; &) est symétrique.

Si ces conditions sont réalisées, on dit que u est un endomorphisme symétrique ou auto-adjoint de F.

Exemples. 1) L’identité, 'endomorphisme nul et les homothéties vectorielles sont des endomorphismes symé-
triques de FE.
2) Les projecteurs orthogonaux sont des endomorphismes symétriques (cf. exercice 20).

13
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¢ Exercice 18. Démontrer ce théoréme.

Dans la suite, on note Sym(FE) l'ensemble des endomorphismes symétriques de E; c’est un sous-espace
vectoriel de £L(F). On désigne par Sym,, (R) 'ensemble des matrices d’ordre n qui sont symétriques.
A Attention : la matrice d’'un endomorphisme symétrique dans une base € de F n’est pas toujours symétrique !
Elle lest si € est une base orthonormée. .. D’autre part, si € est une base quelconque de E et v € L(F), il se

peut que Mat(u; €) soit symétrique sans que u soit symétrique !
1 1
Exemple. Soient e; = <0>, ey = <1> Considérons I’endomorphisme u de R? défini par u(r) = Ay — o

0 -1

Pourtant, u n’est pas un endomorphisme symétrique de 'espace euclidien R? muni de son produit scalaire

1 0
oll = Aje; + Agey € R2. La matrice de u dans la base (e, es) de R? est alors Mat(u; (e1,e2)) = ( )

canonique.
¢ Exercice 19. Soient u € Sym(E) et F un sous-espace stable par u. Montrer que F~+ est stable par u.

¢ Exercice 20. Soient F, G des sous-espaces supplémentaires de F et p la projection sur F' parallelement a G.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) p € Sym(E);

(ii) G = F+.

Le théoréme suivant est tout a fait fondamental, d’otl le nom qu’on va lui donner dans ce cours :

Théoréme 1.7.1 (Théoréme fondamental). Soient E un espace euclidien et w un endomorphisme symétrique

de E. Alors il existe une base orthonormée de E formée de vecteurs propres pour u.
¢ Exercice 21.* Démontrer ce théoreme.
La version matricielle du théoreme fondamental est la suivante (ce résultat est également crucial) :

Corollaire 1.7.1. Si A € Sym,,(R). Alors il existe une matrice orthogonale Q € O(n) telle que Q=1 AQ = 1QAQ

soit diagonale. Autrement dit, une matrice symétrique réelle est diagonalisable en base orthonormée.

Définition 1.7.2. On dit que u € Sym(FE) est positif (resp. défini positif) si Spec(u) C Ry (resp. Spec(u) C
R% ). On note Sym™(E) (resp. Sym*T(E)) l'ensemble des endomorphismes symétriques positifs (resp. sy-
métriques définis positifs). On adopte une terminologie analogue pour les matrices, et on note SymI(R) et

Sym; T (R) les ensembles correspondants.

¢ Exercice 22. Soient F,G des sous-espaces supplémentaires de E. Alors tout élément x de E s’écrit x =
Tp + xg avec g € F et g € G. On rappelle que la symétrie s par rapport a F parallelement & G est définie

par
s: F — F

r=r+rg +— T —2TqG-
1) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) 5 € O(B):;
(ii) s € Sym(E).
(i) G = F+.
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Si elles sont réalisées, on dit que s est la symétrie orthogonale par rapport a F, et on la note sg.
Si dim E > 2 et si F est un hyperplan de F, on dit que s est la réflexion d’hyperplan F.
2) Donner une expression simple de s(z), pour z € E, lorsque s est une réflexion.

Remarque. Les symétries orthogonales sont des endomorphismes a la fois symétriques et orthogonaux.
A Attention : une symétrie (quelconque) n’est pas toujours un endomorphisme symétrique!
Exercice 9. Que dire d'une matrice A € Sym,’ (R) de trace nulle ?

Exercice 10. Soit u € L(F).

1) Etablir : keru* = (Imu)* et Imu* = (keru)™*.

2) Etablir : Im (v o u*) = Imu et ker(u* o u) = ker u.

3) Supposons u? = 0. Montrer que u + u* est inversible si et seulement si Imu = ker u.

4) Montrer que u o u* et u* o u sont symétriques positifs.

Exercice 11.* On dit qu'un endomorphisme u de F est normal s’il commute avec son adjoint, i.e., u o u* =
u* o u. Soient u un endomorphisme normal de E et F' un sous-espace vectoriel de E stable par u. Montrer que

FL est stable par u* et par u.

Exercice 12. Soit u € L(FE) tel que :
VeekE, [u(@)] <.

1) Montrer : Vz € E, |[u*(z)] < ||z]|.
2) Prouver que ker(u —idg) et Im(u — idg) sont supplémentaires orthogonaux dans FE.

Exercice 13. Soient n > 2 et A € M,,(R) la matrice carrée d’ordre n définie par :

0o --- 0 1
A=
0 0 :
1 e e 1

Montrer que A est diagonalisable. A-t-on A € Sym;*(R)? A € Sym;’ (R)?

Exercice 14. Soient u € Sym™ (E) et p € N*. Montrer qu'il existe un unique endomorphisme v € Sym™ (E) tel
que vP = u.

Exercice 15 (Décomposition polaire). 1) Soit u € L(FE). Montrer qu’il existe un unique endomorphisme
v e Sym™(E) tel que : v?
2) Soit u € GL(E). Montrer qu’il existe un unique couple (w,p) € O(E) x Sym™ (E) tel que : u = w o p.

=u*ou.

Exercice 16 (décomposition d’Iwasawa). * Soit n € N*. On note T.° 'ensemble des matrices triangulaires
supérieures dont les coefficients diagonaux sont strictement positifs.

1) Soit P € GL,(R). Montrer qu'il existe 2 € O(n) et T € T, tels que P = QT.

Cette décomposition des matrices de G L, (R) en produit d’une matrice orthogonale par une matrice triangulaire
supérieures a coefficients diagonaux strictement positifs est appelée la décomposition d’lwasawa.

2) En déduire que tout A € Sym ™ s’écrit ‘TT ou T € T-°.

Exercice 17. Soit A = (a; ;)1<ij<n € Mn(R) avec a; ; = min(4, j). Montrer que A € Sym; ™ (R).
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1.7. ENDOMORPHISMES SYMETRIQUES
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